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INTISARI

MisalkanR adalah suatu gelanggang dengan elemen satu@natialah suatu endomorfisme, dan
adalah suatw - derivatif. Gelanggang polinom miringkew polynomial) atasR dengan variabet
adalah gelanggang: R[x;o0,0] ={ f(x) = anxn +otag |ai OR} dengan aturan perkalian
xa=og(a)x+Jd(a) . Penelitian ini akan mengidentifikasi ideal-ideali gelanggang polinom miring
dalam hald = 0. Lebih jelasnya, akan didentifikasi hal-hal berik{lt) ideal dari gelanggang polinom
miring D[x;o]; (2) ideal prim dari gelanggang polinom mirik§x; o]; dan ideal g —prim dari
gelanggang polinom mirin@[ x; ] .

Kata kunci: automorfisme, daerah integral, g —prim.
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ABSTRACT

Let R be a ring with identity 1 and” be an endomorphism &and O be a lefto — derivation. The
skew polynomial ring oveR in an indeterminat& is: R{x;g,d] ={ f (X) = anxn +tag g ORY
with xa=og(a)x+d(a) The aim of this research is to investigate thealslén the above skew
polynomial ring in case o = 0. Precisely, we will investigate the following: (h)e ideal of skew
polynomial ring D[ x; g] ; (2) the ideal prim of skew polynomial ring[x; o] ; and (3) theg — prim
ideal of skew polynomial ringD[x; ] .

Keywords: automorphism, integral area, o —prim.

1. PENDAHULUAN Berikut diberikan definisi lengkap dari gelanggang

polinom miring.
Definisi dari gelanggang polinom miring

(gelanggang takkomutatif) ini pertama kali Definis 1. Misalkan R adalah suatu gelanggang

diperkenalkan oleh Ore (1993) yang dengan identitas 1¢ adalah suatu endomorfisme

mengombinasikan ide awal dari Hilbert (kasusdariR, dan¢g adalah suatw —derivatif, yaitu:

0=0) dan Schlessinger (kasugr=1). Sejak (). O adalah suatu endomorfisme patja

kemunculan artikel dari Ore ini, gelanggang polinom dengarR sebagai grup penjumlahan

miring telah memerankan peran yang penting dalam (ii). d(ab)=o(a)d(b)+d(a)b untuk setiap

teori gelanggang takkomutatif dan telah banyak abOR.

peneliti yang bergelut dalam teori gel‘F’mggangGelanggang polinom miringtasR dengan variabel

takkomutatif menginvestigasi bentuk geIanggangagdalah elanugand:
tersebut dari berbagai sudut pandang, seperti teofrl 9 ggang.

ideal, teori order, teori Galois, dan aljabar hoogal
16
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- —a N . Definis 2. Misalkan R adalah suatu gelanggang.
RIx0,0] ={ f(¥ =apx"+ - +39| g R} Suatu himpunan bagidrdariR dikatakan suatu ideal
denganxa =o(a)x+d(a),Jall R. kanan darR jika :
Suatu elemenp dari gelanggang polinom miring 1. (,+) adalah suatu grup bagian da&j%),
R[x g, 0] mempunyai bentuk kanonik 2. xr berada dalaml untuk setiapx dalam |

r . dan setiapdalamR.
| .
= X’rDZ :Olll... ) D I:11...1r' - . . . . - - -
P E;‘)a' + = b atR Suatu ideal kiri dariR didefinisikan serupa
: _ dengan ideal kanan. dikatakan ideal dam jika |
Apabl!a U__l ] atau g adalah suaj[u merupakan ideal kanan dan sekaligus ideal kiri dari
endomorfisme identitas, maka gelanggang polinong - selanjutnya suatu ide® dari R dikatakan ideal
miring cukup ditulis R{X d] . Untuk hal =0,  prim jika dan hanya jika untuk setiap ideal-idéaB
gelanggang polinom miring cukup dituliB]x; o] . dari R implikasi berikut bernilai benar: Jika

Sedangkan untuk kasus=1 dan =0 gelanggang ABLU P, maka ALIP atau BLJP. Pernyataan

polinom miring cukup ditulisR{X] , yang merupakan terakhir ini ekuivalen dengan: jikab[JP, maka

gelanggang polinom biasa. Dalam tulisan ini @0 P ataubP.

gelanggangR yang digunakan adalah gelanggang
yang merupakan daerah integral komutatif dengal%1
elemen satuan yang selanjutnya disimbolkan dengan Rx0,9]
D.

Ideal dari Gelanggang Polinom Miring

Teorema 1. Misalkan D adalah suatu daerah
Contoh 1. Misalkan C adalah himpunan bilangan integral komutatif yang bukan merupakan lapangan.

kompleks. o suatu endomorfisme pad@ yang jika ¢"#1, untuk semua bilangan asi n dan
didefinisikan sebagai o (a+bi) =a-bi, untuk  f(x)D[x o] adalah suatu ideal dari D[x o],
setiap a+bild0C, dan 0=0. Akan ditunjukkan makaf(x) = x.

ketidak komutatifan dalam gelanggang polinom

miring C[x 0] . Bukti:
[2+3)[(4+5 = (2+ B]x (4 B)x Misalkan f(x)=fo+ fx +- + X", dengan
=(2+3)[J(4+5)(]x f; # 0 untuk suatu O0{1,2, ---,n}.
) ) (i). Akan tunjukkan bahwéeg = 0.
=(2+3)([4-3 K= (23 ZX Karena  f(x)O f(x)D[x o],  diperoleh
[(4+5)X][ (2+ 3 K|= (4+ B x (2 B]x af (x) 0 f(X)D[x 0], Dad0D. Oleh karena itu
=(4+5 )[a(2+ 3 )(] X terdapat bOD sedemikian sehingga
B N2 > af (x) = f(x)b
=(4+5)(2-3 x“= (23 2X atau
2. MASALAH DAN PEMBAHASAN a| fo+ fpx+---+ fnxn) =(fo+ fx+-+ fx b

Masalah yang akan dibahas dalam bagian P2 Persamaan ini diperolehafp = fgb dan

adalah mengidentifikasi bentuk-bentuk ideal dariaf_ = f Ui (b).
berbagai bentuk gelanggang polinom miring. Secara ' !

mendetail, bentuk-bentuk ideal yang akana = o (b), yang mengakibatkana # bsehingga
diidentifikasi adalah sebagai berikut:

Karena fj Z0 diperoleh

l.ideal dari gelanggang polinom miring f_O: 0. ] ) o )
D[x o] ; (ii). Sebagai kosekwensi dari (i), diperoleh
2.ideal prim dari gelanggang polinom miring f(X)=fix +--- + fx", (i.e.fg=0).
K[x a]; _ Selanjutnya akan tunjukkan bahwg # 0.
3.ideal o-prim dari gelanggang polinom Andaikan bahwa f,=0, maka
miring D[ X, 0] .

— 2 n
Sekadar mengingat kembali, berikut ini disajikan f(x)=fox= +--- + f,x'0 f(X)D[X a].
definisi dari ideal dan ideal prim. Dari sini diperoleh,
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F(Y=fplt- - + frg{‘zx[a_l(fz)x+- . +a‘](fn)>{*ﬂmf(x)|:[xq
denganx [J f (X)D[x o] dan
[ (f)x + - +0 7 (i)™ |0 £ (0DIx o],
Hal ini kontradiksi dengan
f (X)D[x o] adalah ideal prim.
(iii). Akan tunjukkan bahwd; =0, i >1.

Andaikan terdapat suatuk>1 sedemikian
sehingga fy # 0. Misalkant >1 adalah bilangan

asumsi

terkecil sedemikian sehingghg # O.
Dari persamaan

a(flx +oet fnx”) :(flx +oet fnx”)b,
pada bagian (i) diperolehaf; = fio(b) dan

afy = f; a'(b). Karenaf;Z0 dan f; #0 , maka
a= o'™}(a). Hal ini kontradiksi dengao™ #1
untuk semua bilangan asli

(iv). Sekarang dipunyai f(Xx) = fx.
ditunjukkan bahwaf; = 1.

Akan

Andaikan f; # 1. KarenaD adalahbukan sautu

lapangan, maka dapat dipilih suatb D
sedemikian sehingga
bx O f1xD[x o] = f(XY D[ x 4.
Jelas bahwa
f, 0 f(xD[x 0]
dan
bx O f (X)D[x o]
tetapi f;.bx = fixo 1(b) O f (x)D[x; a].
Hal ini kontradiksi dengan asumsi bahwa
f (X)D[x g] adalah suatu ideal prim. Bagian (i)
sampai (iv) melengkapi bukti teorema.

Lema 1. Misakan A=D[x o] adalah suatu
gelanggang polinom miring dan A adalah ideal dari

N. AnD={0} jika dan hanya jika
AK[x o] D K[x g, dalam hal ini K adalah
lapangan pembagian dari D.
Bukti:

(). Pada bagian ini akan ditunjukkan bahwa: jika

An D={0} , makaAK[x o] D K[ x d] .
Sudah jelas bahwaAK[x o] O K[ X g, jadi
tinggal ditunjukkan bahwa AK[x o] # K[ % d] ,

yaitu terdapatg(x) OK[x o] sedemikian sehingga 9(h(¥)=

g(X)OAK[xo]. Piih g(xX)=dOD,d#0.

bahwa

Karena AnD={0}, maka
sehinggay(x) JAK[ X d] .

(i). Pada bagian ini akan ditunjukkan bahwa: jika
AK[x o] @ K[ x g] , makaAn D={0} .

Andaikan An D#{0} berarti
dOD,d#0. Ini berarti 1=dd 10AK[x 0]
yang mengakibatkanAK[x g] = K[ x g karena
AK[x o] adalah suatu ideal dalaK[x; o] . Hal ini
kontradiksi dengarAK[x 0] D K[ X d] .m

d OAK[x o]

terdapat

Teorema 2. Misalkan P adalah ideal prim minimal
dari A=D[x 0] dan K adalah lapangan hasil bagi

dari D, maka PK[x o] adalah ideal prim dari
K[x o] .

Bukti:
(i). Akan ditunjukkan bahwdK[x; o] ideal.

Misalkang(x) O PK[x o] danh(x) OK[x g] .
Untuk membuktikan bahw#K[x g] adalah ideal ,
maka akan ditunjukkan bahwa
h(x)g(x) O PK[x g] dan g(x)h(x) OPK[x o] .
Karena g(x) OPK[x o] berarti

n
g(x)=>_a (N (x) dengan &(x)OP dan
i=1
b (X)OK[x o]. Karena h(x)OK[x o] dan K
adalah lapangan hasil bagi ddp, maka dapat

ditemukan dOD,d#0 sedemikian sehingga
dh(x)OD[x 0] . Selanjutnya, dengan alasan yang
sama dapat ditemukan jugd 1D, e# 0 sedemikian
sehingga

dh(x)a (e (x) =h(x)3 (B (%),
sehingga diperoleh

h(x)g(x) = h(X)Za(X)h(X) Zdh(X)Q(X)e ()

i=1 =1

Karenadh(x) O D[x o], g (x) P, P adalah ideal

dari D[x o], dan e_lh (X) OK[x o] , maka dapat
disimpulkan bahwa:

h()g(x) = > dh(x)a (x)e" 1 (x) OPK[x o] .
i=1
Pada sisi lain,

{Zﬂ () (X)} ()= Za (e (Y TRKX d]

=1 i=1
, karenag; (X) JP danly (x)h(x) OK[x g].
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(ii). Akan ditunjukkan bahwdPK[x o] prim

Untuk menunjukkan hal ini, akan ditunjukkan sembarang a,cl0R-1,

bahwa jika g(X)h(x) OPK[x 0], maka
g(X) OPK[x o] atauh(x) 0 PK[x o] .
Karena g(xX)h(x)OPK[x o], maka dapat

dimisalkan g(x)h(x)=ip|(x)ki(x), dengan
i=1

pi(x)OP dan ki(x)OK[x 0] untuk suatun

bilangan asli. Karen& adalah lapangan hasil bagi

dari D, maka untuk setiap terdapat d; D
sehingga diki () ' D[x ] . Oleh
karena itu, p; (X)dik; (X) J P karena P adalah ideal

prim dari D[xo]. Dari sini sudah dapat

disimpulkan bahwa terdapd# d 1D sedemikian
sehingga

sedemikian

dl:z B (X)k; (x):ID P.
i=1
Sehingga

n
dg(x)h(x) =d {Z P (X)k; (X)} OP.
i=1

Selanjutnya, andaikan g(X)OPK[x o] dan
h(x) OPK[x o], maka g(x)JP dan h(x)OP.
Dengan demikiang(x)h(x) 0P, karenaP ideal
prim. MengingafP ideal prim, dg(x)h(x) O P, dan
g(x)h(x)OP, maka dJP yang berarti bahwa
P n D={0} . Hal ini kontradiksi dengan Lema .

22 ldeal g-prim dari Gelanggang Polinom

Miring R[X g, 9]

Definiss 3. Misalkan R[x 0,d0] adalah suatu
gelangang polinom miring. Suata —ideal dari R
adalah suatu ideal dari R sedemikian sehingga
o(l) O 1. Suatu o —ideal prim (atau o — prim)
adalah suatug —ideal murni | dari R sedemikian
sehingga jikal, K adalaho —ideal yang memenubhi
JK UOI,makaJ Ol atauK 0| . Dalam kasus
0 adalah suatw — prim ideal dariR, dikatakanR
adalah suatu gelanggaig— prim.

Teorema 3. Misalkan o adalah suatu automorfisme
dari gelanggang R, dan misalkan | adalah suatu
ideal murni dari R sedemikian sehingga g (1) = 1. |

19

adalah - prime jika dan hanya jika untuk

terdapat bR dan
td0Z  sedemikain sehingga abo"(c)O1.
Bukti:
H
Misalkan A, C adalah o—ideal yang tidak

berada dalam ide&l Pilih elemen-elemea 1 A—|
dancOC-I1 , maka terdapabOR dantZ

sedemikian sehinggabat ©odl.

Kasus 1. Jikg = 0, makag' (c) O C sehingga dari
abo! (c) 1 diperolenAC O 1 .

Kasus 2. Jikat<0, maka dari abo' (o)l
diperoleh ot (a)a_t (b)cD U_t(l) =1. Dalam

kasus ini,ot(a) O A sehinggaAC O | .

Dari kasus 1 dan 2 disimpulkan bahiedalah suatu
ideal o — prime.

=

Misalkan | adalah o—prime dan a,cOR-1.
Himpunan-himpunan

A=Y Ro'(a)R
i=0
dan
c=>Y Rol(oR
j=0

adalah o —ideal yang tidak berada dalam idekal
sehinggaAC [ | .

Konsekuensinya, o' (a)baj(c) 01 untuk suatu

i,j =0, sehinggaac™ (b)o' ™ (c) O 1.1

Teorema 4. Misalkan M adalah suatu idel maksi mal
dari D[x 0] dengan M n D {0} .

Jka XxUOM , maka M n D adalah suatu ideal
o - prime.

Bukti:

(). Jelas bahwaM n D adalah suatu ideal
(ii). Akan ditunjukkan bahwa M n D adalah
o-—ideal dengan jalan menunjukkan

oc(MnD)OMnD. Ambil aM nD dan
andaikang(a) UM n D, makao(a)[OM , karena
o(@OD. Dengan demikianog(a)xOM yang

berarti xallM . Kontradiksi dengaM adalah suatu
ideal.

bahwa
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(iii). Akan ditunjukkan bahwa M n D adalah
o - prime.

MisalkanJ danK adalah o —ideal dari D dan
JKIOMn D, maka akan ditunjukkan bahwa
JUMNnD atau KM nD atau sama dengan
menunjukkan bahwa jikaJUOM n D, maka
KOM nD. Ambil kKOK dan pilih jO0J tetapi
jOMnD. Ini berarti jaoM .
jkOJK OM n D, maka jkOM . KarenajOM

dan M adalah ideal prim (ideal maksimal pasti
merupakan ideal prim), mak&[JM . Sehingga
diperolenk OM n D . Hal ini membuktikan bahwa
KOMnD.m

3. SIMPULAN

Dari paparan di atas dapat ditarik simpulan

bahwa:

1. dalam kondisio" # 1, ideal dari D[X o]
berbentukxD[ X, 0] ;

2. salah satu bentuk ideal prim dari gelanggang
polinom miring K[Xx 0] adalah PK[x o],
dengarP adalah ideal prim minimal,

3. salah satu bentuk ideabr— prime dari
gelanggang polinom mirindd[x o] adalah
berbentuk M n Ddengan M adalah
maksimal ideal dariD[x o] yang tidak
memuaix.
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